Infiniti e Infinitesimi.

Definizione Una funzione f(X) si dice infinita per X — X,, X, punto di
accumulazione per il dominio di f (x), (o per X — ) se
lim f (x) =0, (oppure |im f () = ).

X—Xg X—>00

Definizione Una funzione f (X) si dice infinitesima per X — X,, X, punto di
accumulazione per il dominio di f (x), (o per X — ) se
lim f(x)=0. (oppure |im f(x)=0).

X—>Xg X—>0

Esempi di infiniti e infinitesimi.

f (x) =3 @& uninfinito per X — +oo infatti |jm 3" = +oo,
X—>+00
f (x) =3" & un infinitesimo per X — —oo infatti |jm 3* =0,

X—>—00

f (X) =tgx ¢ un infinito per X —>% infatti [jmtox =,
x—>2
2

1 o TR |
f (X) == e uninfinitesimo per X — oo infatti [jm—=0.
X X—>00

Definizione : Ordine di infinito (o di infinitesimo).
Siano f (x) e g(x) infiniti (o infinitesimi) per X — X, 0 per X — oo, con

g(xX)#0.Se daeR" e leR, =0 taleche

i f(X)
lim —=1 (oper X — ),
X—>Xo [g(x)]

allora , si dice che per X — X, o per X — o, f(X) & un infinito ( o infinitesimo) di
ordine ¢ rispetto all’infinito campione (o infinitesimo campione nel caso degli
infinitesimi) g(X).




Esempio

Stabilire I’ordine di infinitesimo di f (x) =tgx rispetto all’infinitesimo campione
g(x)=x per x— 0,

|imtg%:l se =1, quindi ord(tgx) =1 rispetto a g(x) = X.
x—0

Allo stesso modo:

1—cosx é un infinitesimo di ordine 2, per x — 0, rispetto a x;
sinx e un infinitesimo di ordine 1, per x — 0, rispetto a x;

x? +x3 & un infinitesimo di ordine 2, per x — 0, rispetto a X ;
x? +x3 & un infinito di ordine 3, per x — oo, rispettoa x.

Non sempre é possibile determinare I’ordine di infinito (o di infinitesimo) rispetto
alla funzione campione usuale.

X
Per esempio, |jm—=+», Va>1 « >0, cioépernessun >0, a* halo

X—>+400

stesso ordine di infinito di x“.

a
NG

s
lim (logaaX) o
X—>+00

ordine di x“.

va>1, a,>0, pernessun «,>0 (log, x)’ ha lo stesso

CONFRONTO TRA INFINITI

Siano f (X) e g(x) infinite per X — X, si ha

|0 ord(f)=ord(g)

I f(x) + o0 ord(f)>ord(g)
LTES 0 ord(f) < ord(g)
non esiste non confrontabili

Stesso risultato se f (X) e g(x) sono infinite per X — o0.



Esempio.

1
1 1
sinx —1. ord| —— |=ord| =
lim™; (sinxj (xj

lim =0, infatti 1= ord( +x)<ord( ):

Nel caso di polinomi, I’ordine di infinito e dato dal grado del polinomio e si ha

ap
2 se h=k
h h-1 by
agX +a X 4. +a
lim > 1 h—Y+w seh>k.
X—>-+00 box +b1x +....+ Dy 0 se h<k
+ f,

In generale, nel calcolo |jm— fy , (1, 5,041,095 infiniti per x > X;) Si possono

X—>Xg 0:+0;
trascurare gli infiniti di ordine inferiore, infatti se per esempio ord(f;) >ord(f,) e
ord(g,) >ord(g,) siha

f, l+ i 9
=lim-= ||m—, (in quanto f—2—>0, 22 50).

x—x, 91 1 g1

lim—* i+ h

X—>Xg g1+ 0> X—>Xg g1 1 91

CONFRONTO TRA INFINITESIMI
Siano f(X) e g(X) infinitesime per X — X, si ha

|0 ord(f)=ord(g)

I f(x) + o0 ord(f)<ord(g)
AATES 0 ord(f) > ord(g)
non esiste non confrontabili

Stesso risultato se f (X) e g(Xx) sono infinitesime per X — oo.



Esempio.

X+ X3 + Jtgx
= 400

>I<I—>ror+] (ex —1)2 +5in X

infatti %: ord (x + x° +4/tgx) < ord [(ex —1)2 +5sin x} =1

Nel caso di polinomi, I’ordine di infinitesimo € dato dal grado piu piccolo del
monomio che lo compone.

Per esempio il polinomio P(x) = x% + x3 + x° per x — 0, & un infinitesimo di ordine
2.

fi+f,

In generale, nel calcolo ||m , (fy, f5,01,0, infinitesime per X — X,) Si
X—>Xg I1 2
possono trascurare gli infinitesimi di ordine superiore, infatti se per esempio

ord(f;)>ord(f,) e ord(g;)>ord(g,) siha

f,
+ f T, T1 : f, 0,

lim y e 111 b T2 2 ||m—, (inquanto -+ —»0, =L0).
x—x 91192 xox 92 9 L+1 x—xp 92 2 92

Nell’esempio precedente I’ordine di infinitesimo (per x — 0) del numeratore
X+ x3 + \ftgx é%, in quanto ord(x) =1, ord(x®) =3, ord(y/tgx) = %

I’ordine di infinitesimo (per x — 0) del denominatore [(ex —1)2 +5sin x} el,

in quanto ord[(ex —1)2} =2, ord(sinx) =1.

Siha:  |im—— tox \/E

2
X—0" (ex— ) +sinx X—>0+ sin X




REGOLE ARITMETICHE

Siano f(x)=0(x*) (silegge o piccolo dix®) cioé un infinitesimo di ordine
superiore ad a per x —> 0,

g(x) = o(x”) cioé un infinitesimo di ordine superiore a 2 per x — 0,

allora

cf(x)=0(x¥) Vce®R,

x* f (x) = o(x*"%)

f (x)g(x) =o(x***)
f(x)+g(x)=0(x’),  y=min{a, B}

Se invece f(X) e g(x) sono infinite di ordine rispettivamente « e S,
allora
ord(f (x) + g(x)) = max{a, #}.

Esempi.

1—cosx—12 infinitesimo per x — oo, di ordine 4, rispetto a 1 Y
X

5
VX +x% +3x2 infinitesimo per x — 0", di ordine £, rispetto a x,

VX% +x infinito per X — oo, di ordine 1, rispetto a x,

5
VX + x% +3x2 infinito perx — o, di ordine 2, rispetto a x,



