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COMPITO DI MATEMATICA

I del II quadrimestre

Problema 1) Nell’insieme di parabole 
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 si determini la curva P che intercetta sull’asse x la corda AB e sull’asse y il punto C tali che ABC abbia area minima.

Quindi si determini la superficie totale del solido che si ottiene ruotando di un giro completo attorno all’asse x il triangolo ABC di area minima ottenuto sopra.

Svolgimento

L’equazione sopra rappresenta una parabola per 
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. L’intersezione con l’asse y è il punto C(0;  – 2a). Pertanto l’altezza del triangolo ABC è 
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. La misura della base AB del triangolo è 
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Le ascisse delle intersezioni A e B con l’asse x (discordi, dato che a e c sono discordi) si trovano risolvendo il sistema 
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sistema che ha come risolvente 
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A noi però non interessano le singole x1 e x2  ma la loro differenza: 
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Si noti che il delta della risolvente è positivo per ogni a; questo significa che la parabola interseca l’asse x per ogni valore di a. 

L’unico valore dunque da escludere per a rimane lo 0.
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Il grafico di segno di A’(a) mostra che si ha un minimo relativo per a=1

Per essere sicuri che tale minimo sia minimo assoluto bisognerà anche calcolare 
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, che è dunque valore maggiore di A(1)

La curva richiesta (a=1) è dunque la parabola P  di equazione 
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, che interseca l’asse delle ascisse in 
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e l’asse delle ordinate in 
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. Il solido che si ottiene nella rotazione richiesta è una sorta di galleggiante da pesca, dalla forma di due coni attaccati per la base con R=2. La superficie totale di tale solido è la somma delle due superficie laterali:
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Problema 2) In un cono in cui l’altezza h è uguale al diametro 2r si inscriva un cilindro (con una base concentrica con quella del cono): qual è il raggio di base del cilindro di volume massimo che si può ottenere? 

Sezionato tale cilindro con un piano passante per il centro del cilindro e tangente alle sue basi, si calcoli l’eccentricità dell’ellisse-sezione così ottenuta.

Svolgimento
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Conviene porre il raggio del cilindro inscritto uguale a x. Usando la similitudine si ottiene che l’altezza del cono più piccolo appoggiato sopra il cilindro è 2x, per cui l’altezza del cilindro è 2(r – x).
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La derivata di V(x) si annulla in 0 e in 
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Si ottiene che il cilindro di volume massimo è quello di raggio e altezza entrambi pari a 
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Per calcolare l’eccentricità dell’ellisse indicata dal testo dobbiamo calcolare i due semiassi. Dalla figura si vede che il semiasse minore (sia esso b) coincide col raggio del cilindro, mentre quello maggiore (sia esso a) coincide con l’ipotenusa del triangolo rettangolo che ha per cateti il diametro e l’altezza del cilindro.

Dunque 
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Problema 3) Un prisma regolare a base esagonale di lato a e altezza 4a viene diviso in due da un piano passante per due spigoli paralleli  delle due basi non appartenenti alla stessa faccia laterale (sezione in grassetto come in figura a sinistra, mentre a destra è la proiezione laterale) 

Con riga e compasso si disegni lo sviluppo sul piano di uno dei due “mezzi prismi” e se ne calcoli la superficie totale.
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Si tagli infine il medesimo “mezzo prisma” con un piano parallelo alla base (linea tratteggiata nella figura a destra) a una distanza x dalla medesima. Si esprima in funzione di x il perimetro della sezione ottenuta.
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Svolgimento : Lo sviluppo piano del solido è rappresentato dall’abat-jour qui sotto a sinistra, la cui superficie totale è data dalla somma dell’area del trapezio che costituisce la superficie laterale più la superficie della base-esagono-regolare e della faccia obliqua (esagono oblungo):
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Veniamo all’ultimo punto, il più difficile: la lunghezza del perimetro della sezione del mezzo prisma, segnata col tratteggio sullo sviluppo piano riportato sotto. La somma dei lati della sezione sulle (5 o 3) facce verticali è la corda del trapezio (tratteggio lungo) lunga   
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, corda che decresce linearmente all’aumentare di x. 

Per calcolare l’ultimo lato della sezione (la corda di tratteggio fine sull’esagono oblungo), occorre distinguere i due casi:

a) 
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 in cui l’ultimo lato (dell’esagono-sezione) cresce linearmente da a fino a 2a;  

b) 
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, in cui l’ultimo lato (del quadrilatero sezione) decresce linearmente da 2a fino ad a.


Si ottiene facilmente che l’espressione analitica dell’ultimo lato è 
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Da ciò si ricava che è 
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