SOMMERFELD
ORBITE ELLITTICHE NEL CASO DELIZIDROGENO

Il nostro obbiettivo ¢ di selezionare tra tutte le orbite ellittiche meccanicamente possibili
quelle possibili anche secondo la teoria quantistica. Il moto in un una traiettoria ellittica
rappresenta un problema di gradi di liberta, dal momento che la posizione dell’elettrone ¢
determinata da due coordinate, e precisamente, nel caso conveniente delle coordinate
polari misurate dal nucleo, 'azimut @ e il raggio vettore r.

Allora, per lo spostamento elementate ds nell’orbita abbiamo

ds? = dr? + r?de? 1)
Da qui deriva che energia cinetica vale
_ 1 ds 2 _ 1 ar 2 2 2
Exin = 3m (3) 7’”((&) T <"> @)
e energia potenziale diventa (indichiamo con E la carica del nucleo)
Epot = — = 3)

r
Definiamo le coordinate dell'impulso (quantita di moto) come

_ 2 de _ dr
Py = mr E pr_ma (4)

dove il primo ¢ il momento della quantita di moto calcolato con la componente
azimutale della quantita di moto e il secondo ¢ il momento della quantita di moto secondo
la componente radiale.

In base alla seconda legge di Keplero (“il raggio vettore che dal sole va al pianeta spazza
aree uguali in tempi uguali”) il primo dei due termini della (4) ¢ costante durante il moto
(¢ la cosiddetta “costante areale”). La indicheremo ponendo in futuro p, = p.

Nella formulazione generale della teoria quantistica, le condizioni quantistiche per il
nostro sistema a due gradi di liberta sono:

=2 =2 !
Iy Ppde =nh [ pedr=n'h (5)

La prima sara detta condizione quanto-azimutale, la seconda condizione quanto-radiale.

Sulla base di quanto detto poco sopra, la prima diventa

=2 =2 =2
fg;p=0 "pyde = f(,(,p=0 "pdp =p f;;o "do=p2mr=nh (6

La seconda deve invece essere riscritta in termini di equazione orbitale dell’ellisse,

Detta O lorigine del sistema di coordinate cartesiane e polari, coincidente con un fuoco
dell’ellisse e col centro del sistema di riferimento polare, detto P il perielio (che
immaginiamo avere un valore positivo sull’asse delle ascisse) e A I'afelio (che immaginiamo
dunque avere coordinata negativa sul medesimo asse), sappiamo che in coordinate polari
Iellisse ¢ definita come



C
r=——— (7

T 1+4e COSQ

Detto a il semiasse maggiore, b il semiasse minore, cil semiasse focale, € eccentricita,

. . . . c
sappiamo che valgono le seguenti relazioni ¢ = Va? — b? | € = =

sapendo che OP + OA = 2a, che OP si ottiene per ¢ = 0 e che OA si ottiene per
(¢ = T, si ottiene che

2a=——+-2 da cui C=a(l-¢?

1+e¢ 1-¢

L’equazione dell’ellisse in coordinate polari diventa pertanto
a(1-€?)

r=—2 ®)

1+& cosp

calcoliamo il logaritmo da entrambe le parti
1+e cos@

a(l-e?) (9)

Inr=—-1In

e deriviamo a destra e a sinistra rispetto alla variabile @ :

otteniamo
ldar _ _ a(1-£?) _—gseng (10)
rde 1+ecosp a(l—€2)
ossia
1dr Eseng
= (11)

rde T 1+e CoSQ

: dr . o . .
La seconda delle (4), cioe la p, = m d—:, si puo riscrivere, utilizzando la prima delle (4),

come
dr de rzd(p 1dr _ pdr

=m = 12
Pr do dt dt r2de r2de (12)

Utilizzando la (12), 'argomento del secondo integrale delle (5) diventa allora

p _pdrd _pdrdrd B (1dr>2d B ( € seng >2d
Pr r_rzdgo r_rzdgodgo e=p rdo e=p 1+ €cose
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(nell’'ultimo passaggio si ¢ utilizzata la (11))

La nostra quanto-condizione radiale diventa allora
P=27 Q=21 2

f d_f (Ssen(p)d_,h
Prar = P 1+ Ecose p=n

@=0 9=0

che, tenendo conto della (6): p2m = nh, diventa

2 p=2m (ﬂ)z dp == (13)

2w Yp=0 1+c cos¢g n

Il termine a sinistra dipende solo dall’eccentricita €. Cio significa che € ¢ determinato
dai numeri quantici integrali ne n’

Effettuata I'integrazione in (13), otteniamo

1 ns . n
\/1——52_1=7’ ossia 1 — &2 =m

La costante areale p determina le dimensioni dell’ellisse, ’eccentricita & determina la sua
forma. Quindi, attraverso le quanto-condizioni azimutale e radiale (5), la (6) e la (14), le
dimensioni e la forma dell’ellisse sono fissate, in accordo con la teoria quantistica.
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(14)

Calcolo di energia cinetica e potenziale

Energia cinetica

B =3m((5) +72(3) ) = (2 +5) =5 5(G5) +1) 09

Se usiamo le (11)

2

Epin = ! P (e?sen’@ + (1 + € cos@)?) =
kI ™ oma?(1 — €2)?

2 2
==_F (H'S + & cos<p) (152)

T ma?(1-e2)2\ 2

Energia potenziale
eE eE 1+¢€ cos@

Epot =——=———"F"=2 (16)
LLa somma di energia cinetica e potenziale deve essere indipendente dal tempo, e anche
da @, e in particolare deve essere uguale all’energia costante W. Questo comporta che il

termine € cOS® nella somma deve scomparire. Quindi
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2 eE £ cosg

1
P £COSQ ———— =

m a?(1-¢2)?

=0 e questo accade se

2

_ p
a= meE(1-¢2) (7)

Questo valore di a, ottenuto in maniera indiretta e un po’ artificiosa, avrebbe potuto
essere ottenuto direttamente dalle equazioni differenziali del problema, ma abbiamo
preferito evitarle.

n2

Riscrivendo a facendo uso della (6): p2m = nh e della (14): 1 — &2 =

- (n+n')?

e ricordando che b = aVv1 — €2 otteniamo le misure dei semiassi dell’ellisse:

a=—"_ (n+n")? b= ———n(n+n") (18)

4mt2meE 4m2meE

1 p? 1+e?2 eE 1
W = Eyin + Epor = - (19)

ma?(1-g2)2 2 a 1—¢g2
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Tenendo conto che, per la (17),¢ a = , ricaviamo da questa p? eil primo

meE(1—&2)
addendo della (19) puo essere semplificato:

1 ameE(1 —&?)1 + &2 _eE 1

W = Ekin + Epo

T m a?(1 — €2)? 2 a1—¢2
_ eE 14g* eE 1 _  eE (1+s2 1) __ €E
T a(1-€2) 2 a 1-e2  a(1-e)\ 2 T 2a

Se inseriamo in questa formula il valore di a trovato nella (18) otteniamo

2n?me?E? 1
W =— 20
h? (n+n')? (20)
11 risultato straordinario ¢ che abbiamo trovato per energia delle orbite ellittiche lo
stesso risultato trovato da Bohr per le orbite circolari, con la sola differenza che il numero

n ¢& stato sostituito dalla somma quantican +n'.

[.]

Vediamo ora le possibilita per un’orbita ellittica dato un preciso valore di n + n'.
Sen’ = 0 Porbita ¢ circolare (la (14) ci dice che I'eccentricita & nulla)

n = 0 denota una ellisse degenere che consiste nella distanza focale contata due volte;
di eccentricita 1, afelio e perielio coincidono con i fuochi; Ielettrone, descrivendo questa
orbita collassa sul nucleo. E percio la consideriamo impossibile. E percio escludiamo il

cason = 0.



Dopo questa premessa, osserviamo che nel caso dell'idrogeno (dove ¢ E = e) risulta

h2
“ T rPme?
che ¢ il raggio di Bohr.
Al variate din + n' e ricavando dalle (18) le misure dei semiassi
a=a,(n+n")? b=amnn+n")

le seguenti tabelle saranno allora immediatamente comprensibili.

Sen+n' =1 vi ¢ una sola possibilita:

n=1 | n =0 | a=aq | b=a

... 0ssia una circonferenza

Sen+n' =2 vi sono due possibilita:
n=2 n' =0 a=4a, b=a
n=1 n' =1 a=4a 1
1 b==a
... ossia una circonferenza e una ellisse di eccentricita € = -
Sen+n' =3 vi sono tre possibilita
n =3 n' =0 a =9a, b=a
n=2 n' =1 a=9a 2
1 b=-a
n=1 n' =2 a=9a 1
1 b==a
. . . R V5 : R V8
... una circonferenza, una ellisse di eccentricita € = — cuna di eccentricita € = 5
Sen+n' =4 vi sono quattro possibilita:
n==4 n' =0 a=16a, b=a
n=3 n' =1 a=16a,; 3
b=-a
4
n=2 n' =2 a=16a,; 2
b=-a
4
n=1 n' =3 a = 16a, 1
b=-a




. ) ) . V7 ) C V12
ovvero una circonferenza o una ellisse di eccentricita € = 5 © di eccentricita € = e
. N V15
o di eccentricita € = -

666

Le orbite sono state disegnate concentriche, anziché confocali, per mostrare la
congruenza dell’asse maggiore. Il quale, per ragioni di spazio, non ¢ disegnato in
proporzione: ricordiamo infatti che varia col quadrato di n + n'.

In un testo successivo Sommerfeld pose n: = n, ed n':=n,

e indico ny, + N, con la semplice lettera n, che passo cosi a indicare il livello energetico
(come per 'atomo di Bohr); e indico n', ossia n,. , con la lettera | cosi che tale numero
quantico risultasse direttamente proporzionale al momento angolare dell’orbita;

| = n — 1 indicava cio¢ l'orbita col maggior momento angolare, cio¢ quella circolare.
[ = 0 indicava 'orbita col minor momento angolare, cio¢ quella piu eccentrica.

Ma da tempo (dagli anni Ottanta del XIX secolo) si era diffuso il modo di indicare le
linee dello spettro dellidrogeno e degli altri elementi con le lettere s (sharp), p (principal),
d (diffuse), f(foundamental) e per far tornare una qualche corrispondenza tra il secondo
numero quantico introdotto da Sommerfeld e il simbolo utilizzato per indicare le varie
orbite (nel frattempo, con Schroedinger, divenute “orbitali”’) torna piu comodo indicare
con | crescente le orbite con momento angolare via via decrescente, ossia piu eccentriche
facendo corrispondere a | = 0 gli orbitali di tipo s, a [ = 1 ¢li orbitali di tipo p,al = 2
gli orbitali di tipo d... ma nel momento in cui si parla di orbitali ¢ svanita ogni idea classica
di ellisse e financo di traiettoria, e questa “corrispondenza’ non ha piu nessun valore.
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