I.a radiazione di
COrpo nero



L'Onda Elettromagnetica

A

A= lunghezza d'onda
v = frequenza
¢ = velocita della luce = 300 000 km/s
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II Corpo Nero

Esperienza

un corpo solido freddo non produce alcuna emissione,
ma al crescere della temperatura comincia a diventare
luminoso e a cambiare colore

Esempio: un metallo che diventa
Incandescente cambia il suo colore e
diventa prima rosso, poi arancione, e
Infine di un giallo-bianco abbagliante




Il Corpo Nero

Nel 1860 Kirchhoff definisce che cosa si intende per
COrpo nero: un corpo in grado di assorbire tutta la
radiazione che riceve.

Avanza l'ipotesi secondo cui un corpo € in grado di
assorbire le radiazioni che emette, dando cosi una
spiegazione delle righe nere di Fraunhofer.

Dimostra che a una determinata temperatura T e per una
determinata 4, il rapporto tra potere emissivo e quello
di assorbimento e lo stesso per tutti i corpi.

e(4.T) =u(4,T)
a(1,T) ’




Il Corpo Nero

e(4,T)
a(A,T)

u(4,T)

La U risulta pertanto una funzione universale: non
dipende dalla forma né dalla sostanza di cui e fatto |l
corpo che assorbe ed emette radiazioni.

Per capire la U occorre studiare le funzioni e(4,T) e a(4,T)
Ma se ci fosse un corpo per cui a(A4,T) = 1...



Un corpo nero e un oggetto teorico che assorbe il 100%
della radiazione che incide su di esso. Percio non riflette
alcuna radiazione e appare perfettamente nero.

Per tale corpo e a(4,T) =1

In pratica
* nessun materiale assorbe tutta la radiazione incidente

* la grafite ne assorbe il 97%
* |a grafite e anche un perfetto emettitore di radiazione



Un corpo nero riscaldato a una temperatura
sufficientemente elevata emette radiazioni

L’ energia emessa e totalmente isotropa e
dipende solo dalla temperatura del corpo e non
dalla sua forma o dal materiale di cui e costituito

L'energia emessa da un corpo nero riscaldato a
una certa temperatura T viene chiamata

radiazione di corpo nero

L'energia emessa da un corpo nero riscaldato ad
una certa temperatura T individua pertanto la

funzione universale u(4,T), essendo per esso

e(4,T)=u(,T)



Esempio di corpo nero emittente:
la fornace

L'energia entra da un piccolo foro
e viene assorbita dalle pareti
della fornace che si riscaldano ed
emettono radiazione




Note storiche

Gia nel XIX secolo i fisici tentavano di ricavare una
teoria che fosse in grado di predire lo spettro della
radiazione emessa da un corpo nero

Applicando le leggi di Maxwell dell’elettromagnetismo
classico si otteneva che lintensita della radiazione
emessa da un corpo nero a una certa temperatura

dipendeva dall'inverso della quarta potenza della
lunghezza d’'onda




Legge di Stefan-Boltzmann

1.60

Nel 1879 Stefan sostenne
che sostenne che la

radianza spettrale R; (v)su =" [ \
tutto lo spettro di v, ossia f X
'’enerqgia totale emessa per ol X
unita di area e per unita di X&
tempo dal corpo nero cresce 7 \

con la quarta potenza di T, T |
espressa in gradi assoluti o - f
Kelvin

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

R(T) = TRT (v)dv =0oT"



Legge di Stefan-Boltzmann

Oggi noi sappiamo che l'inferenza di Stefan fu piuttosto
audace, nel senso che | dati a sua disposizione non
permettevano di trarre una conclusione certa.

| dati sperimentali ottenuti da Tyndall, sui quali essenzialmente si basava la
conclusione di Stefan, provenivano da misure effettuate con fili di platino
incandescenti che erano ben lungi dal poter essere considerati dei “corpi
neri’.



Legge di Stefan-Boltzmann

Tuttavia prima della sua “conferma” sperimentale, la legge
di Stefan trovo una dimostrazione teorica da parte di

Boltzmann nel 1884.

Questo risultato e noto come legge di Stefan-Boltzmann e
la costante di proporzionalita o come costante di Stefan-
Boltzmann

o = 5.67 x 10 8 W/(m?K%)

La legge di Stefan fu posta su solide basi sperimentali solo nel 1897
da Paschen, Lummer e Pringsheim, Mendenhall e Saunders.



digressione per volenterosi

L'idea da cui parti Boltzmann era contenuta in un lavoro del fisico
italiano Adolfo Bartoli pubblicato nel 1876 a Firenze e riprodotto
dallo stesso Bartoli in un articolo comparso su “ll Nuovo Cimento”
nel 1884. Bartoli, utilizzando un brillante “esperimento ideale” sulla
radiazione termica, dimostro che era possibile far passare,
attraverso un ciclo, calore da un corpo a un altro a temperatura
superiore. Per il secondo principio della termodinamica guesto
trasferimento richiede un lavoro equivalente. Secondo Bartol,
'ipotesi “piu semplice” — anche se non l'unica — per spiegare
'origine di tale lavoro, e quella di supporre che la radiazione
termica eserciti una pressione.

T-dp—p-dT =u-dT



digressione per volenterosi

Boltzmann, riprendendo l'idea di Bartoli e
supponendo esplicitamente la radiazione termica come
costituita da onde elettromagnetiche, stabili che la
pressione della radiazione termica sulle pareti di una
cavita completamente assorbente e data da 1/3 u, ove
u e la densita di energia all'interno della cavita. Il
fattore 1/3 deriva da un processo di media su tutte le
possibili direzioni di incidenza della radiazione sulle
pareti.



digressione per volenterosi

Applicando poi considerazioni puramente
termodinamiche alla radiazione della cavita,
Boltzmann ricavo la legge di Stefan:

T.-dp—p-dT =u-dT T 1
4 1 = —du—=u-dT =u-dT =
p=7U 3 3
L 3
du 4dT

—Inu=4InT +k=u=0oT"




Nel 1893 Wilhelm Wien, combinando, come gia
aveva fatto Boltzmann, elettromagnetismo e
termodinamica, dimostro che la densita di energia
della radiazione in una cavita isoterma e data
dall’'espressione:

u(v; T) =v3f(¥)

V e lafrequenza.
Questa legge e nota con
Il nome di legge dello
spostamento perche da
essa si puo dedurre che

Ayax T =COstante




Nel 1896 Wien pubblico un articolo in cui, sulla base di alcune
Ipotesi, arrivo a esprimere compiutamente la funzione u.

Parti dall’ipotesi che per le molecole di un solido emettente la
radiazione di corpo nero valesse la legge di distribuzione delle velocita
di Maxwell-Boltzmann per |le molecole di un gas:

3

2 2
f (V) — (ﬂjz \/szemVZ/ZKT del t|p0 f (V) — sze—BV
KT T

Ipotizzo dunque che fosse

u(v;T) = f(v)e@

e le impose di assomigliare alla sua

u(v;T) = v3f (;)



Wien pervenne cosi alla:

—bvIT

u(v,T)=av’e

la quale, essendo funzione da integrare su tutte le
frequenze v, va scritta in realta come

u(v,T)dv=av’e™ ' "dv

Se vogliamo la stessa in funzione di A, tenendo conto che
v=c/lechedv=v’di=-c/lA?dA, abbiamo




Tale legge, nonostante fosse fondata su ipotesi assai discutibili, apparve in
buon accordo con | dati ottenuti da Paschen (1897) e da Paschen e Wanner
(1899). L'accordo era ritenuto soddisfacente al punto tale da invogliare

Planck a ricercare una deduzione rigorosa della “legge di Wien”.
Si noti pero che per A grandi la curva non coincide con i dati sperimentali.
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Rayleigh e Jeans

Un altro tentativo fu fatto da Lord Rayleigh e James
Jeans, i quali considerarono la radiazione all'interno di una
cavita come costituita da una certo numero di onde
stazionarie. Il loro risultato riproduceva bene la curva di
corpo nero alle grandi lunghezze d’'onda, ma falliva alle
lunghezze d’onda corte e — soprattutto — non mostrava

nessun massimo di emissione

2.0E+16 -

on
U(i,T) FK T * Rayleigh-Jeans

1.0E+16

I
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La formula di Rayleigh e Jeans, puo anche essere scritta,
In funzione della pulsazione w=2mv, come a destra

8m

u(A,T) :F

KeT

U(w, T) =

2
Q

23

K.T
z2cd °

In entrambi i casi la formula si presenta come un prodotto
di due quantita: una prima frazione che rappresenta il
numero di oscillatori che oscillano a una certa energia,
mentre il secondo termine esprime I'energia media degli

oscillatori a quella temperatura.

(la Costante di Boltzmann rappresenta il fattore di
conversione da Temperatura a Energia)




digressione per volenterosi — una volta fatti gli integrali

Qual era il ragionamento di Rayleigh e Jeans?

All'interno della cavita e possibile definire una densita di
energia elettromagnetica ottenibile a partire dalle equazioni
di Maxwell: 1 c2B?2

p(E,B)=—=¢,(¢,E" +
2 Hr

Energia= jp(\/)dv
V

Per non complicare troppo il discorso,
L consideriamo una cavita che abbia una geometria
semplice, ad esempio un bel cubo di spigolo L. Gli

elettroni nelle pareti della cavita, a causa del moto
accelerato a causa dell’'agitazione termica,

emettono radiazione elettromagnetica.



digressione per volenterosi

Le frequenze di risonanza della cavita sono quelle per cui
si instaurano delle onde stazionarie, quindi nelle tre direzioni
devono essere comprese un numero intero n di
semilunghezze d'onda.

Le onde elettromagnetiche permesse sono quelle il cul
vettore d’onda

k= K2 +k2+k?
soddisfa la seguente
k =

7T
I( 1ny1nz)



Fissato un k dobbiamo calcolare il numero dN di onde
stazionarie comprese nellintervallo [k ; k+dk]. Per grandi
valori di k possiamo considerare k come una variabile
continua e Il calcolo del numero di onde stazionarie si riduce
a calcolare il volume del guscio di sferico compreso trak e
k+dk nell'ottante con k; non negativo

_ 1volume—guscio—sferico—in—k —spazio  4zk*dk

dN —
8  unita—di—volume—in—k —spazio 8(r /L)’

L'espressione va moltiplicata per 2 perche le onde
magnetiche sono onde trasversali e, per ogni terna hanno
due possibili direzioni di polarizzazione.



Quindi, se n e l'indice di rifrazione, tenendo conto che e

w="k=21v ossia  k=2zv-
n c
3
a2 dN =2 47k “dk Lkzdk
8(r /L)’ T

L’k°dk 8L°v*n’dv
2 - c?

diventa dN =




La densita di energia dell’intervallo di frequenza [v ; v+dv]
si ottiene moltiplicando la dN, densita degli stati, per I'energia
media di ogni stato alla temperatura T e dividendo per il
volume L3 > 1

1 ., 8rvn
Py = N (V) — 3
V C

A questo punto e semplice passare alla densita spettrale
di energia u, (numero di modi per unita di volume e di
frequenza): e sufficiente moltiplicare il valore di p, scritto
sopra [0 p(v), dato che la trattiamo come continua], per Il
valor medio dell’energia dei modi alla frequenza v

811V’ —
3 U,
C

u(v,T) =

dove si e trascurato l'indice di rifrazione #.



872"/2 — : _ 0)2 —

esprime la densita di energia della radiazione nella
cavita in funzione dell’energia vibrazionale media del
risonatore. Questa formula diverra il punto di partenza per
tutti i tentativi di deduzione della legge di distribuzione
della radiazione di corpo nero sino all’'approccio innovativo
di Einstein del 1917. Il primo termine indica quanti sono gli
oscillatori che hanno una certa frequenza. Il problema e
dunqgue ricondotto al calcolo di

U,

Il cui valore classico e KsT (perché 2 sono i gradi di
liberta dei risonatori-oscillatori)



| (erg cm3s1)

Secondo la fisica classica abbiamo dunque:

2.0E+16

Rayleigh-Jeans

1.0E+16

0.0E+0
0.00 1.00 2.00
A (um)

3.00

La formula classica di

Rayleigh - Jeans

non riproduce affatto | dati
sperimentali ricavati
precedentemente! Infatti la
densita spettrale di energia tende
a infinito per v tendente a infinito,
ossia per A tendente a zero.
Questo e il cosi detto fenomeno
della catastrofe ultravioletta.

Inoltre si vede che integrando la densita spettrale di
energia su tutte le frequenze possibili si ottiene una densita

di energia infinita!
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PLANCK

Max Planck
(1858-1947)

Nel 1900, Max Planck riesce a
ricavare una formula che riproduce |
valori osservati nello spettro del
COrpo nero



Funzione di Planck

Tale funzione di Planck e

8zhc 1
U(ﬁ,T) — /15 hc
eikBT _1

Differisce un pochetto
da quella empirica di Wien... e da quella dedotta da Rayleigh e Jeans

B
u(x,T):%e‘w (T = KT



Le pareti di una cavita come qualsiasi Come I’ha ottenuta, Planck?
superficie emittente contengono

particelle, che assorbendo energia }

dall'esterno aumentano la loro Oscillando emettono radiazione, ma questa radiazione
temperatura e quindi la loro energia contrariamente ai principi classici non pu¢ assumere
cinetica e iniziano ad oscillare. valori qualsiasi.

L'energia deve essere emessa
in quantita definite o
pacchetti.

!

Alle alte frequenze (piccole lunghezze d'onda) la
radiazione deve essere emessa in pacchetti piu

“grandi”. Se le particelle non hanno abbastanza D'altra parte se la

energia non si vedra emissione di radiazione ad alta temperatura aumenta, le
frequenza. In ogni caso tali pacchetti «energetici» particelle avranno
saranno inferiori di numero. » abbastanza energia per

| emettere pacchetti di
radiazione a frequenze via
via piu alte.




Come I'ha ottenuta”? Ragionando come si fa per calcolare
I'energia di un sistema con molte particelle.

Ce lo dice la MECCA'\”CA STAT|ST|CA

Per un sistema in equilibrio termico la probabilita che esso
abbia una certa energia En €

E; KgT
P(E,)=—¢€ =2

Z Gli addendi di questa sommatoria
costituiscono una distribuzione di probabilita

E,

E= ZE P(E,) == ZEe —ZEe
1/ 0 _ dinZ
ZZ(_ﬁanne ﬁEn>:_ 0B




A questo punto interviene l'ipotesi di Planck

E =nhf =niw conn=1,23, ...

_ ~fE, _ ~pnho _ 1
7 = Zn:e Zn:e T

Somma di una serie geometrica

E B olnZ _ ho
o e’ -1
2 che e la legge di
ho
da cui U(w,T) = az) —o—— Planck espressa

7w C — In funzione della
efst 1

pulsazione




Ricordandocheeé w=27nv eche dw=27dv

U(ow, T)do=u(v,T)2zdv

(2zv) n(2zv)

u(v,T)=-—55— n(27v) 27 =
7 C KgT
e " -1
u(v,T) = 87zhv 1 Legge di Planck
c’ Kth espressa in funzione
e -1 della frequenza




2
) haw
U(o,T)=———
()
Te KT
et -1
Se w e piccolo I quanti/salti di energia sono cosi piccoli
che la funzione energia si puo considerare continua

e =1+ X
2 2
U(w,T) = 02) = Ao — 02) = KT che e la legge di
7T C 14+ heo 1 7 C Rayleigh-Jeans
KgT
Se w e grande, si puo trascurare il =1 al denonimatore
hao Aw . :
ho' o+ 5 —— che é la legge di
_ , _ T .
U(w,T)=——-e ™ =Cow’e Wien

7T C



La legge di Planck espressa in funzione
della lunghezza d’onda € invece

2T — 87zhc 1
u( ] ) - 2/5 hc
AkgT
e —1
Siusa il

: T . e @A
lim u(k, T) =8nck— > Rayleigh-Jeans - T x4
it A oppure I'approssimazione
; 87’[ hC _fe. : e” =1+ ax
Ixm(‘)l u(X,T) e AT > Wien

Si trascura il -1
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Derivando la funzione e cercando |l
massimante si ottiene la Legge di Wien

3
L, = 872?:]?77 Poniamo X:thCT
f(em —1]
S o B (et —1)-x%
p(X)=x = p(X)=x 1)

p'(X)=0=5e* -5-xe’ :O:>e‘x+§—1:0

La precedente e un’equazione trascendente la cui soluzione e

X, = 4.9651, quindi

}\‘max
e, =4,T=b
A KT

0.2898
= C
T

m

max



Integrando la funzione sul R,
si ottiene la Legge di Stefan-Boltzmann

hv
N |

posto x = hv/KT , dacui siricava v=(kT/h) x e dv=(kT/h) dx
I'integrale sopra diventa

8zn° (KT)* ]‘3 x>
h’c®  +e*-1
L'integrale che compare nella precedente e noto e vale 6.4938.
Quindi abbiamo un valore di e
p:7.564{ - jn3T4

m

*87vn® hv
p:j 377 dv
0

dx

p:




COrpo umano

T=37°C=310K Do ® 9

10

La funzione di Planck per un
corpo nero che emette alla
temperatura del corpo umano.
Il massimo di emissione si ha a
circa 9 micron, mentre al di
sotto di 3 micron non c’é
praticamente alcuna emissione.
Infatti al buio una persona
risulta invisibile, mentre diventa
visibile con un sensore di luce
infrarossa.

Le ordinate sono espresse in
unita di 108 erg/cm3/s.



10

lampada a incandescenza

T~3 000K

Amax = 1 1

La funzione di Planck per un
corpo nero che emette alla
temperatura di una lampadina
a incandescenza. Di nuovo, Il
massimo di emissione é
collocato nell'infrarosso,
eppure la lampadina emette
luce visibile. Questo e
possibile perché come si vede
dal grafico la funzione si
estende fino a 0.3 micron,
includendo l'intervallo di
lunghezza d’onda visibile.
Quindi solo una frazione della
radiazione globale emessa
dalla lampadina é luce
visibile.

Le ordinate sono espresse in
unita di 1013 erg/cm?/s, valori
centomila volte superiori a
quelli del caso precedente.



stella

T ~ 30 000 K Ao = 1000 A

1.2

La funzione di Planck per un
corpo nero che emette alla
temperatura superficiale di una
stella molto calda. Questa volta
Il massimo di emissione cade
nell'ultravioletto. La stella
risulta visibile ad occhio perché
la funzione si estende fino
all'infrarosso e oltre con
emissione decrescente, ma pur
sempre con valori molto alti.

Le ordinate sono espresse in
unita di 1018 erg/cm?/s, valori
dieci miliardi di volte superiori a
quelli del primo esempio.



2000 K

A (um)

Allaumentare della temperatura, I'energia totale emessa cresce,
perché aumenta l'area totale sotto la curva



Qual e il legame fra la dimensione dei pacchetti (E) e la
frequenza della radiazione emessa (v) ?

Wien =2 7\‘maxOC$ :>VmaxOCT

* Se la temperatura raddoppia, anche la frequenza a cui
gli oscillatori producono la massima energia raddoppia

* Se la temperatura raddoppia anche la dimensione dei
pacchetti di energia emessa raddoppia

E=h-v




Nel 1905 Einstein conferma l'idea di Planck
spiegando ['effetto fotoelettrico e mostrando che
la radiazione non e solo emessa, ma anche
assorbita sottoforma di pacchetti o fotoni




Applicazioni astronomiche

Sorgente Temperatura Amax Regione spettrale
Fondo cosmico 3K T mm Infrarosso-radio
Nube molecolare 10K 300 p Infrarosso

Sole 6000 K 4800 A Visibile

Stella calda 30 000 K 1000 A Ultravioletto

Gas intra-cluster 108 K 0.3A Raggi X
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